BIEN SE PREPARER A LA RENTREE
EN CLASSES PREPARATOIRES

On ne vous le dira jamais assez, cette année, vous allez avoir du travail (et vous aimerez ¢a) !
L’organisation de vos révisions est donc primordiale pour aborder le plus sereinement possible votre
rentrée.

Faites-en sorte de travailler réguliérement pendant ces vacances afin d’arriver début septembre avec
une bonne maitrise des fondamentaux de Terminale (Maths complémentaires ou spécialit¢ Math — un
¢tat des lieux sera fait a la rentrée), a savoir :

e L’étude des fonctions : tableaux de signes (maitrise des trinémes), dérivation, limites &
croissances comparées (pour ceux qui les auront vues)

e Les suites numériques : suites géométriques et arithmétiques, calculs de sommes, raisonnement
par récurrence (pour les anciens spé Math), convergence (connaitre les différents théorémes de
convergence ou de divergence)

e Le calcul numérique, et oui, pas de calculatrice en prépa : maitriser les calculs fractionnaires,
les puissances, les exponentielles, les logarithmes et tout simplement les calculs ¢lémentaires !

Note : un devoir surveillé sur I’ensemble de ces notions aura lieu le jour de la rentrée.

Essayez de résoudre les exercices suivants, sans vous aider trop rapidement des corrigés puis vérifier ensuite vos
réponses, la qualité de votre argumentation, a 1’aide de la correction.

Méme si la calculatrice est interdite en prépa, n’hésitez pas a vous en servir pour vérifier vos résultats ou leurs
cohérences.

Si vous vous étes aidé de la correction, ou si vous avez commis des erreurs, reprenez le méme exercice quelques
jours plus tard, et n’hésitez pas a préparer des questions sur les corrigés pour la rentrée et des fiches de méthodes
sur les questions classiques qui vous posent probléme.

POINT IMPORTANT POUR LES REVISIONS :
Ne vous inquiétez pas, si des points sont a travailler, nous prendrons le temps de le faire
ensemble et ce quel que soit votre parcours de Terminale.
Ces exercices ne doivent pas vous décourager, ne vous étonnez pas si vous rencontrez des difficultés en
en abordant certains. ..

Et maintenons, passons a la pratique !
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BREF FORMULAIRE DE TERMINALE

Fonction In Fonction exp

Définie sur ]0; +oo[ Définie sur R
Pourtouta>0,b>0: Pour tout a, b réels

In(ab) =Ina +1Inb edth = g @b

ln(%)=lna—lnb ea_b=Z—b

In(a™) =nlna,Vvn € Q e =(eH", VneqQ
Pour tout x € R, In(e*) = x Pour tout x > 0, el =y

In1=0 el =
lim Inx = —cc et lim Inx = 4 lim e*=0et lim e* =+

x—-0*t X—+00 X——co x—+o00

m REGLES SUR LES PUISSANCES (ENTIERES OU NON)
Sous réserve d’existence des quantités en jeu,
n n
- Compatibilité avec le produit et le quotient : (%) = Z—n et (a x b)" = a™ x b"

am —
- —=a"Meta" xa™ = ag"*"™"
a

- a® =1, pour tout réel a non nul
1
- Pour tout réel positif x, on rappelle que Vx = x2z

On remarquera que les fonctions puissances ont les mémes propriétés que les fonctions
exponentielles. En effet, pour tout réel x, tout réel a > 0, a* = e*Ine,

m OPERATIONS SUR LES LIMITES
- Bien connaitre son tableau d’opérations (+; —; X ; +) sur les limites
- Quatre Formes indéterminées : « oo — o », « E », «oo X0 »et« % ».

P.our lever ces formes indéterminées, on En Pinfini
dispose essentiellement :
(on (re)travaillera tout cela ensemble)

- La factorisation par le terme de plus haut
degré pour les fonctions rationnelles

- Les résultats de croissances comparées :
X

vneN*: lim x"e™* =0 ou lim — =+
xX—>+00 x—+oo xT
- Inx
et lim —=0
x—+00 xN
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m RECURRENCE (SPE)

La démonstration par récurrence consiste a :

1. Enoncé : énoncer clairement une proposition P(n) ol n est un entier naturel

2. Initialisation : vérifier que la propriété est vraie pour une valeur initiale n,.

3. Hérédité : vérifier que, « si P(n) vraie pour un rang n > ny, alors P(n + 1) est vraie ».
4. Conclusion : on peut alors conclure que pour tout n > n,, la propriété P(n) est vraie.

m SUITES GEOMETRIQUES / ARITHMETIQUES (SPE+COMP)

Suites arithmétiques Suites géométriques
¢ Une suite est arithmétique ssi la différence ¢ Une suite est géométrique ssi le quotient
Up41 — Uy €St un nombre indépendant de n ; % est un nombre indépendant de n ; on

on note r ce nombre, la raison de la suite. n . .
note g ce nombre, la raison de la suite.

* Pourtoutentierp, u, =u, + (n—p) xr e Pour tout entier p, u, = u, X q"P

Somme finie de termes consécutifs s mie de t Scuti
ler + dernier omme finie de termes consécutif's b
= (nb de termes) X — 1 — gnbtermes

2 = (ler terme) X
1-gq

Rappel sur le nombre de termes :
Soient p et n deux entiers, p <n:ilyan —p + 1 entiers compris entre p et n (p et n inclus)

Par exemple, entre les nombres 3 et 10 (compris), il y a 10 — 3 + 1 = 8 entiers.

ET LE RESTE !

Faites-vous une interro orale sur les notions qui suivent : si vous ne les connaissez plus, ajoutez-les
sur la fiche...

e Trinbmes : a connaitre sur le bout des doigts...
Allure graphique suivant le signe de a, nombre de racines et valeurs de ces racines suivant les
cas, tableau de signes suivant les cas

- . u P . . ,
e Formules de dérivation : u X v ; > e ; Inu ; dérivée de la composée f(u) si vous l'avez vue

o Suites : théorémes de convergence d’une suite, les deux méthodes principales pour étudier les
variations d’une suite

o Définition de f:f(x)dx, primitives de référence si déja vu
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EXERCICES CORRIGES : MISE EN JAMBE

EXERCICE 1.

Développer et simplifier les expressions suivantes :
A= (Bx—2)?—(2x —1)2 B = (—2x+1)% — 2(x — 3)2
C=e2 — (e7% — gX)2 D= (e -1)2—(e** - 1)

Exprimer sous la forme de quotient de deux entiers les nombres suivants :

1 In(10™)-nln2
E =e?n3 = F=;,pourn€N*
3 nins
_ _ _ 1
G =e 2In4 _ g=4In2 H=enln3+§,pournEN

Exprimer en fonction de g™, ou n est un entier les expressions suivantes :
I = an—l ] — qn+1 _ qn K = q"

ql—n

Ecrire sous la forme a x b™ les expressions suivantes, ou n est un entier et a, b deux réels a
déterminer :

L =32+l M== = P=(-1)"x2"1!
5n 3211.
EXERCICE 2.
Déterminer les limites suivantes :
_ (2x+1)8 ) _
fx) = o en t o gx)=e*—x* en +/—
_e*-3 . _ 5x%+1
h(x) = =, en +/— 0 i(x) = . en 0
2
k(x) =x?Inx—Inx en 0 I(x) =1In (23;;_11) en — oo
m(x) = eXm*=1 en 0 n(x) = 2xe2—1 en 0
EXERCICE 3.

Méthodes : pour déterminer le signe d’une fonction
e Connaitre les signes des fonctions de référence :
- Fonctions affine, trindbme, exp et In
- Factoriser ou mettre au méme dénominateur
e Résoudre directement une inéquation
Si les deux premiers points ne donnent rien, faire une étude de fonction
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Dresser le tableau de signes des fonctions suivantes sur le domaine I précisé :

3—x
x2—4x+3

flx) = sur [ = R—{1;3} gx)=3—e?* sur I=R

h(x) = xz—x sur [ = R—{2} i(x) =3—-In2x+1) sur I =]— %;+00]

x—

| - EQUATIONS — INEQUATIONS

Rappels : Attention
On peut : - _ _ On ne peut pas :
e Additionner des inégalités rangées dans le e Diviser des inégalités, méme rangées
méme sens dans le méme sens
e Ajouter le méme nombre a chaque membre
e Multiplier une inégalité par un nombre positif e Soustraire des inégalités
(le sens est alors conservé), ou par un nombre
négatif (le sens de 1’inégalité est alors inversé). e Les multiplier par un nombre dont on
ne connait pas le signe

EXERCICE 4.
Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

f&x) = % h(x) = In(Inx + 2) i(x) = ﬁ
() j(x) = In(e* —x) k(x) = V3x — xe*

EXERCICE 5.

Déterminer le signe des fonctions suivantes sur leur domaine / (a déterminer parfois) :

3
e +1

xInx+
x+2

f(x)=3—g g(x) = 2x? +

h(x) =

(x)i(x) = flx et’dt (onne cherchera pas i calculer cette intégrale)

Jn(x) =x"1 —x"surl = R*,olun €N (%) k,(x) =e™ —2oun€N*
m(x) =In(2x +3) — 2

EXERCICE 6.

Dresser le tableau de variations complet des fonctions suivantes sur leur domaine (a préciser en
général). Justifier précisément les limites des fonctions aux bornes de leurs domaines.

_ x%4x-2 B X + _er
f(x) = D g(x)—x+1n(2x+1j sur R} h(x) = ~
i(x) = xe* —e* +1sur R* k(x) =xInx
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Il — SUITES NUMERIQUES

Méthodes : pour étudier la nature d’une suite Méthodes : pour déterminer les variations
(convergence, divergence) d’une suite
e On peut utiliser un théoréme de majoration, de o On peut étudier le signe de U, ; — Uy,
minoration ou le théoréme des gendarmes
e On peut utiliser le théoréme de convergence ¢ On peut faire un raisonnement par
monotone (Vi en spé) récurrence avec une proposition du
e On peut utiliser les limites de référence si la type P(n) : « Upyq < Up » ou P(n) :
suite est explicite en fonction de n ClUpy1 2 Up »
EXERCICE 7. (POUR TOUS)

Calculer les quatre premiers termes des suites suivantes :

{un+1 =Un TN Uy =+ Dy {Wn+2 =Wnt1 — Wi thez = —N iy
u0=2 ’|}O=1 W0=W1=0 t0=0, t1=1
EXERCICE 8. (S| RECURRENCE DEJA VUE)

Soit u la suite définie par uyg = 1 et u,yq = %un + 1.

1a. Conjecturer les variations de la suite.

1b. Prouver votre résultat par récurrence.

2. Démontrer que la suite est majorée par 6.

3. Prouver qu’elle converge et déterminer sa limite.

4. A I’aide d’un algorithme, déterminer le rang N a partir duquel |u,, — % | <0,001.
EXERCICE 9. (POUR TOUS)

Soit u la suite définie par u,,; = 0.8u,, + 1 etuy = 6.
1. Prouver que la suite v, = u,, — 5 est géométrique.
2. En déduire u,, en fonction de n.

3. Quelle est la limite de u ?

4. Exprimer en fonction de n la somme S,, = Y;;— Up.

EXERCICE 10. (S| RECURRENCE DEJA VUE)

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par uy= ; et U,;1= ;(u,, + uz )
n

1.Soit f la fonction définie sur ]0 ; +[ par f(x) = %(x + %)
Etudier le sens de variation de f.

2.a. Montrer que pour tout entier naturel n non nul: u,=2.
b. Montrer que, pour tout x== \/5, flx) = x.

<. En déduire que la suite (u,) est décroissante a partir du rang 1.
d. Prouver qu’elle converge.
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EXERCICE 11. (Q1 POUR SPE, LE RESTE POUR TOUS)

S5upn
2up+1

Soit (u,) la suite définie par u, .1 = etuy = 1.

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel nona 1 < u, < 2.
2. Montrer que la suite (u,,) est croissante.

Up—2

3. Pour tout entier n on pose v, = "

3a. Calculer v puis v;.
3b. Prouver que la suite (v;,) est géométrique et donner sa raison.

4a. Exprimer v, puis u,, en fonction de n

. =n 2 . .
4b. Pour tout entier n on pose S,, = zﬁ;gu— : exprimer S,, en fonction de n.
k

EXERCICE 12.  (POUR TOUS)

u0=1

1
VneN, un+1=—2un+3n+2'on pose w, = uy —n—-, Vn€N.

Soit (u,,) la suite définie par{

1a. Déterminer uy, u,, u; et wy, wy, ws.
1b. Compléter I'algorithme suivant afin qu’il permette de calculer et d’afficher le terme uy de la suite, N
étant saisi par l'utilisateur :

Demander un entier N
Initialiser U a 1
De K=1a K =N Faire
Affecter ... a la variable U
Fin Boucle
Afficher U

1c. Un éléve décide de modifier I'algorithme précédente en faisant une boucle de K=0 a K = N-1.
Comment sera alors modifier I'affectation de U suivante ?

2a. Prouver que w est géométrique
2b. Exprimer w,, en fonction de n.
2c. En déduire u,, en fonction de n.

3. Préciser la nature des suites w et u.

4a. Exprimer YX=w, en fonction de n.
4b. En déduire Y¥="u, en fonction de n.
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1l — EN VRAC

EXERCICE 13.
Sachant que e = 2.7, prouver que In 2 — 0.5 > 0, sans calculatrice bien sir...

EXERCICE 14.
0 pour x<0

Soit F la fonction définie par morceaux sur R par F(x) = {e = pour x >0

1. Représenter graphiquement F.

2. On pose G(x) = F(2 — x), pour tout réel x.

2a. Déterminer une expression de G (x) en fonction de x
2b. Représenter graphiquement G.

EXERCICE 15.

Soit F la fonction définie par morceaux sur R par F(x) = {:x 522: ;CC ; 8

1. Représenter graphiquement F.
2. 0On pose G(x) = F(2x + 1), pour tout réel x.
Déterminer une expression de G (x) en fonction de x

EXERCICE 16.

On considere la fonction f définie sur ]0; 1] par f(x) = xIn x.
1. Déterminer la limite de f en 0.

2. Dresser le tableau de variation de f sur ]0; 1].

3. En déduire un majorant de la fonction |f| sur [0; 1].

. 1
4. Prouver que pour tout entier naturel n, on a |(x Inx)"| < el

EXERCICE 17.
Montrer par récurrence que Yn € N, 2" >n + 1.
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ELEMENTS DE CORRECTION

Passez au moins quelques minutes sur une question avant de consulter le corrigé.

e Prenez-le temps de comprendre chaque étape de calcul ou de raisonnement, en notant les
hypothéses utilisées.

o Comprenez vos erreurs, afin de ne pas les reproduire.
Faites-vous éventuellement des Fiches Méthodes a 'aide du corrigé (ou comment répondre
a une question classique), voire méme des Fiches d’erreurs, lorsque vous voyez que vous
reproduisez la méme erreur ou « maladresse » de calcul.

CORRIGE EXO 1

Développer et simplifier les expressions suivantes :

A=0Bx—-2)2-2x—-1)2=(9x?—-12x+4) — (4x2 —4x +1) = 5x* —8x + 3
B=(-2x+1)2?-2(x—3)?=(4x*>—-4x+1)—2(x> —6x+9) = 2x* + 8x — 17
C:er_(e—x_ex)Z :er_(e—Zx_2+er) )

D=2e* -1)2—(e*™* —1) = (4e*™* —4e?* + 1) —e™ + 1 = 3e*™ — 4e?* + 2
F=e2n3_1_,mn@*)_1_gqg_1_26
3

3 3 3
10
__ In(10™M)-nIln2 _ nln10-nln2 _ nln(;) In5

nins nilns ~ nlns In

_ _ -2 -4 _ _ 1 1

G =e2In4 _ ,—4In2 _ ,In(47?) _ ,In(27*) = y-2 _» 4:4_2_2_4:0

—-nz 1__t 11 1111 13" 143"
H_e +3_enln3+3_eln(3")+3_23n+3_3n+3x3n—1 3n

_o2n1 _ 20 -1 _ (o2 o L @)
I'=q q7 xq7 = (q")" x o=
J=q"=q"=q"xq-q"=q"(q— 1)

— an — an—(1-n) — 42n-1 — J — @
K=a=m=a q I'==
L =321 =3 x 32" =3 x 9" a=3eth=9

n
M=i=4x(1) a=4etb=l
5n 5 n 5
6™t  exe6™ 6 2

=T =5 =6x() ) a=6eth=3
P:(—1)"><2"‘1=(—1)"><2"><2‘1=E><(—2)" a=-eth=-2
CORRIGE EXO 2
Déterminer les limites suivantes :

3
mf(x)= (2’;:) en + oo : fonction rationnelle (quotient de deux polynémes) en P’infini, f(x) a méme
3 3
limite que le quotient des monémes de plus haut degré, cad (22 = % =4: lirP fx)=4
X—+00

2
mg(x)=e¥—x% en +w:g(x)=e* (1 - x—) or par croissances comparées,

eXx

Vous devez maitriser
les résultats de

. 2 . . croissances
lim = = 0 donc par produit, lim g(x) = +o comparées
x—>+o0 e X—+00 .

m g(x) =e*¥—x? en — o : pas de croissances comparées ici, car il n'y pas de forme indéterminée.
En effet, lim e* = 0 donc par somme de limites, lim g(x) = —o
X——00

X——co
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e*-3

= — 00 &
m h(x) ~, en +/ :
e En—o: lim e* = 0donc par quotient lim h(x) — _3 Factoriser par le terme dominant
X——00 x( % x xX——00 2 s’avérera souvent une bonne
. _e(1-3e") 1-3e” ; . _ stratégie pour les FI du type =
w - - - o
e En+ow: h(x) (11260 — Lrze—* et donc par quotient xlir+r1m h(x)=1
, 5x2+1 . . .. 0+1
mi(x) == en 0 : calcul direct ! par quotient, limi(x) = — = -1
x—1 x—0 0-1

mk(x) =x?Inx —Inx en 0: par croissances compareées, 1in(1) x?Inx = 0 donc par somme de limites,
b

lim k(x) = +o0
x—0

x%+1 . . . x%+1 " . v g x? 1
mi(x)=In(— en — oo : la fonction rationnelle —— a méme limite en l'infini que — = -. Par
2x4c—1 ) 2x4c—1 2x 2
composée, lim [(x) =In-=—1In2
X——00 2

m m(x) = e*™*~  en 0: par croissance comparée, , lir%xlnx = 0, donc par composée lirr(1) m(x)=e?!
xX— xX—

2x%2-1 i 1 _— T .
mn(x) = xxz en 0 :on aune limite du type « -5 En terme de limites, on sait diviser par 0, mais

on a besoin de savoir si on divise par 07 ou 0~ : comme lirré x2 = 0%, par quotient de limites on a
X—

limn(x) = —oo
x—0

CORRIGE EXO 3

3—x
u f(x) = x2—4x+3

directement.
- Le numérateur est une fonction affine, pas de pb
- Le dénominateur est un trinbme de racines 1 et 3 : il est donc du signe de —1 entre ses racines.

sur I = R—{1;3} : nous pouvons faire le tableau de signe quasiment

Remarqgue : le trinbme admet 1 et 3 comme racines, il se factorise donc sous la forme
x2—4x+3=(x—-1)(x—-3)
Pour tout x € R — {1; 3}, on a donc

) = -(x—-3) 1
[ = D=3~ x=1
\ . . . X In3
mg(x)=3—e"?* sur I=R:résolvons directement une inéquation. - 5 +o
3—e‘2x50<=3§e‘2"=}1n3S—Zxc»—ln;Zx:onobtientdonc g(x) - 0+
_x L L yea A X -00 0 2 3 +o00
mh(x) = ~ X sur I= ]RZ) {2} .zd?a metton3s au méme p— T -0 | =
dénominateur, h(x) = x_i(_xz_ =Z1E= x(}—:;— )
—x? + 3x -0 + | +0 -

Le numérateur est un trinbme de racines 0 et 3 : il est du signe
de —(—1) = 1 entre ses racines. On a ainsi, h(x) + 0 -l £0 -
mi(x)=3-In(2x+1) sur [ =]— %; +o0] : résolvons directement une X 1 31
inéquation. ) 2 too

3 e3-1 l(X) + 0 -
3-In2x+1)<0e3<hx+1)ee’<2x+1leox> o

on obtient ainsi le tableau ci-contre :
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CORRIGE EXO 4

mf(x)= li est définie lorsque {

nx

Inx est définie cad {x >0 .

— + _ . .
Inx =0 #1° Dy = RY\{1} =]0; 1[U]1; +ool.

Inx + 2 est définie

>0 Céld{x>0
Inx+2>0

cad pour {lnx > -2 x>e”

m h(x) = In(Inx + 2) est définie lorsque {
Ainsi Dy, =]e™%; +oo].

2

mi(x) = est définie lorsque x2 + x — 6 > 0 : x > x%2 + x — 6 est un trindme de racines 2 et

1
Vx2+x—6

—3 donc d’apreés les résultats sur les trindmes ona x? + x — 6 > 0 © x €] — 00; =3[ U ]2; +0o[ d’0u
D; =] — 00; =3[ U ]2; +oo].

m j(x) = In(e* — x) est définie lorsque e* — x > 0 : il n’y a pas grand chose a faire si ce n’est étudier

la fonction k(x) = e* — x. x | —oo 0 + 00
Cette fonction est dérivable sur R de dérivée k'(x) = e* — 1 :le k'(x) - 0 +
signe de cette fonction est facile a déterminer, en effet
e*—1>0oe*>1ox>Inl e x> 0.D0ule tableau : k(x) N 4

0

k est donc minorée par 0 sur R donc toujours positive : de plus son
unique 0 est obtenu en 0. Ainsi D; = R”.

Attention : I’argument « 1’exponentielle est plus forte que x donc e* — x = 0 » est complétement faux.
Cet argument de croissances comparées permet d’obtenir des résultats sur les limites en ’infini, pas
plus (par exemple pour x = —1, e* < x).

m k(x) =+V3x — xe* est définie lorsque 3x — xe* > 0.
Attention, il ne faut pas simplifier par x (on ne connait pas son signe), mais factoriser par x.

Ainsi, 3x — xe* = x(3 — e*) : reste a déterminer le signe de la fonction x - 3 — e”*.
Ona3—e* >0 e e* <3 e x < In3 par croissance de la fonction In.
On peut alors dresser un tableau de signe :

X —00 0 In 3 +o00
X - 0 + | +
3—e* + |+ 0 -
3x — xe* - 0 + 0 -
Ainsi, D; = [0;1n 3]
CORRIGE EXO 5
_ a0 _2=x , . . _ 3(3-x) _2=x _ 33—x)-(2—-x) _ 7-2x
mf(x)=3 S ot définie sur R — {3}. De plus, f(x) = S T a e P =55
Ainsi,
x —o0 3 % +o0
7 —2x + | + 0 -
3—x + 0 - | -
f(x) + M - 0 +

3
e*+1

m g(x) =2x*+

est définie sur R puisque e* + 1 > 0 pour tout réel x.
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3
eX+1

Par ailleurs, pour tout réel x on a 2x2? > 0 et > 0 donc g est (strictement) positive sur R

comme somme de deux nombres positifs.

xInx+ xInx+x _ x(Inx+1)

" h(X) - x+2 x+2 x+2

Commelnx+1>0<Inx >—1& x > e~ !, onobtient :

est définie sur Rf etona h(x) =

X 0 e ! +o00
X + | +
Inx +1 - 0 +
x+2 + | +
h(x) - 0 +

mi(x)= flx et’ dt est définie sur R puisque la fonction t = et” est continue donc on peut I’intégrer sur
tout intervalle de bornes 1 et x.
e Pourx=>1, et” > 0 sur [1; x], les bornes sont rangées dans le « bon ordre » donc par positivité
de ’intégrale i(x) = 0
e Pourx <1, et” > 0 sur [x; 1], les bornes sont rangées dans le « I’ordre inverse» donc par
positivité de I’intégrale i(x) < 0

Remarque : inutile donc de cherche une primitive de t — et”, dailleurs, ce n’est pas possible !

mj,(x)=x"1—x"=x"(x—1):0orx =0=x™>0donc j,(x) =0 x € [1;+0]

mk,(x)=e™—-2:e™-2>0e ™ >2 o nx > In2 par croissance de la fonction exponentielle, et

comme n € N*, on obtient: g,(x) > 0o x € [lnTZ; +oo[

m m(x) =In(2x + 3) — 2 (domaine I =] — %; +o0[) :

m(x)20@1n(2x+3)22@2x+3262@x262_3
CORRIGE EXO 6
x%+x-2 y e e
B f(x)= T est définie sur R — {—1}
+5
Variations : f, fonction rationnelle, est dérivable sur son domaine et f'(x) = ... = (;C FPE

) , ) 5 . . -
Comme (x+1)’ est dusigne de (x + 1), f’(x) ale signe de %1 soit encore le signe du trindme

(x+5)(x+1) (astuce pour aller plus vite et éviter de faire des lignes de plus dans le tableau de signes)

-5 -1
D’apreés la regle du signe du trindme : fZ(X) + 0 - || +

En terme de limites :
- En I'infini, la fonction rationnelle f a méme limite que celle du quotient de ses mondmes de

2
plus haut degrés, ici i—z = 1. Ainsi liI_ll_l f(x)=1.
x—+oo
- Auvoisinage de —1 : qu’on soit a gauche ou a droite de —1 on a liml(x +1)% = 0%,
xX—o—

En —1, le numérateur vaut —2 donc par quotient, lim f(x) = —co.
x—>-1%
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On a donc : x |0 -5 -1 +o00

£(x) 2N /7

B X
m g(x) —x+ln(2x+l)

Domaine : g est définie quand al

>0 cad sur |—o0;—1/2[U]0;+od .
2x+1

On étudie cependant g sur I = ]0;4od , d’aprés I'énoncé.
Limites

- Auvoisinage de 0" : lim
0" 2x 41
en 0" .

- Auvoisinage de + 90 : en I’infini, une fonction rationnelle a méme limite que celle du quotient

=0*, et comme lim In(.X)=—00, la fonction g tend vers - 0
X—0"

A . . 1 .
de ses mondmes de plus haut degré donc lim 5 al =5 Par composition,
X—>+00 X +

. 1
limIn| —— |=1n| = |= —In(2) donc g tend vers +00 en +00,
w0\ 2x+1 2

Variations de g sur L

|
, x 1 / 2x+1)° 1
g est dérivable eton a: ( j’= —~ donc g'(x):1+(ln(L))'=1+ (2x+1) =1+ .
2x+1) (2x+1) 2x+1 X x(2x+1)
(2x+1)
Sur I’intervalle considéré on a x > 0 donc x(2x + 1) > 0 et par conséquent g’'(x) > 0 et g est une
fonction strictement croissante sur 1.

m h(x) = % est définie sur R*

Limites
X

- on sait que lim, e; = +oo (résultat de croissance comparée en I’infini)
- quand x — —oo, €* — 0 par quotient donc Jim h(x) = 0 (pas de FI)
- quand x — 07, ¢* — 1 par quotient donc Jigp h(x) = —oo (pas de FI)
- quand x — 07, ¢* — 1 par quotient donc Jigp, h(x) = +oo (pas de FI)

Variations de h. X —0o0 0 1 +o0
ooy E)'x-e'x) xe*-e' efx-1) x—1 - | - 0 +
Ol’l a h (x) - X2 - X2 - X2 . hl(x) _ || _ 0 +
de plus, sur IR*, x2>0 et ¢*> 0 donc h'(x) ale h 0 +o0 +00
signe de x — 1 N N 7
— o e

m i(x) =xe*—e*+1sur Rt

Limite :
vu que i(x) =¢e* (x-1) + 1, quand x — +o0 : e* — +oo et (x-1) = + o donc par produit
Jim, i(x) = oo
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Variations :

i est dérivable sur son domaine et on a i’ (x) = e* + xe* — ¥ = xe*

Sur [0 ; +oo[, xe* = 0 donc i’ (x) = 0 ce qui prouve que i est strictement croissante sur [0 ; +oo[

X 0 400
Eee)

i(x) 2
0

m k(x) = xInx : cette fonction est définie sur ]0; +oo[, dérivable sur cet intervalle.
Onak'(x)=1 ><1nx+x><%=lnx+ 1:deplus, k’'(x) >0 Inx>—-1e*>e ! par
croissance de la fonction exponentielle.

e Limite en 0 : c’est un résultat de croissances comparées du cours,

limxlnx =20
x—0

e Limite en +oo : par produit de limites, on obtient directement lim xInx = +oo

CORRIGE EXO 7

x |0 el +00
k' - 0o +
0 + 00
k \ 7
_1
e

Déterminer les quatre premiers termes des suites suivantes :

{un+1:un_n‘
u():z

{Vn+1 = (Tl + 1)1771 .

U():l

{Wn+2 =Wny1 — Wi
WO - Wl - 1

thiz = —Nty
tOZO, t1:1 ’

pourn =0:
pourn =1
pourn =2

u1=u0_0=2

Uy =uy—1=1
:u3=u2_2=_1

pourn=0:v; =1Xvy;=1
pourn=1:v, =2v; =2
pourn=2:v3=3v,=6
cporn=0:w, =w; —wy =0
pourn=1:w3=w, —w; =0—-1=-1
(pourn=2:wy=w3—w, =—-1-0=-1)
pourn=0:t, =—-0¢t, =0
pourn=1:t3=—-1t; = -1

(pourn =2:t, = —2t, =0)

xX—+00
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CORRIGE EXO 8

1a. Le calcul des premiers termes nous suggere que la suite est croissante.
1b. Soit P(n) la proposition « u, < U411 »
-ug = 1 etuy; = 4/3 donc P(0) est vraie
- Supposons P(n) vraie au rang n cad supposons que U, < U4
pour un certain rang.

variations de u,,.
Attention : « f croissante »

Astuce : on peut passer par I’étude
des variations de f pour étudier les

n’implique pas « (u,) croissante »

: 1 . : : —
La fonction affine f(x) = 3x + 1 étant croissante (coef. directeur positif), elle conserve le

sens des inégalités et en I’appliquant a I’inégalité précédente,
on trouve f(uy) < f(Ups1) cad Upyq < Upys -
On vient donc de prouver I’hérédité, donc la suite est bien croissante.

2. Soit P(n) la proposition « u,, < 6 »

- ug = 1 donc P(0) est vraie

- Supposons P(n) vraie au rang n cad supposons que u, < 6 pour un certain rang.

f étant croissante sur R, on obtient encore f(u,) < f(6) cad u,4 1 <3 < 6.

On vient donc de prouver 1’hérédité, donc la suite est bien majorée par 6.
3. D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite converge (elle est croissante majorée).
Notons L cette limite.

Les opérations sur les limites (variante ici du Attention : le théoréme de

théoréme du point fixe) donnent alors : convergence monotone ne donne pas
. 1 1 la limite de u,, (ce n’est pas

lim [—un+1j:—L+l : T n p

notee | 3 et comme nlirﬁc U1 = nlirgo s formcément le majorant de 1’énoncé).

1 2 3
on obtient que §L =L ®§L =leL T Cette limite se construit souvent a
La suite converge donc vers 3/2. I’aide du théoréme du point fixe, une

fois la convergence établie.

4. Algorithme a programmer :
Affecter 0 a N
Affecter 1 a u
Tant que | u—3/2 |> 0,001
Affecter u/3 + 1 au
Affecter N+1a N
Fin Tant que
Afficher N
Le rang trouvé est N = 6.

CORRIGE EXO 9

Soit u la suite définie par u,,; = 0.8u,, + 1 etuy = 6.

1.0n 2 Vyyy = tUnyy — 5 = 0.8uy, — 4 = 08 (1, — =) = 0.8,

Cette suite est donc géométrique de raison 0.8 et de premier terme vy =6 -5 =1
2. Ainsi v, = v5q" =0.8"etdoncu, =v,+5=0.8"+5

3.Comme —1<0.8<1ona lim 0.8"=0etdonc lim u, =5.

n—-+oo n—-+oo
4. Par linéarité, décomposons la somme S, = Y.}, U, puisque u,, = 0.8" +5

o Yio5=5(n+1)

1-0.8"*1
n n _—
° 08" = —
k=0 1-0.8

= 5(1 — 0.8™+1)
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Ainsi, S, = YXR_ou, =5(n + 1) + 5(1 — 0.8™*1).
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CORRIGE EXO 10

1. Pour étudier les variations d’une fonction, on dérive la
fonction puis on étudie le signe de la dérivée.

2. a. L'inégalité est 3 établir pour tout entier naturel non nul
et la suite (u,) est définie par une relation de récurrence.

Il faut donc utiliser un raisonnement par récurrence.

Pour cela, on commence par identifier la proposition 3 établir.
Puis on initialise le raisonnement, on écrit 'nypothése de
récurrence et on montre que la proposition est héréditaire.
On termine en concluant.

d Savolr-talre Q) R E

b. Pour établir que f(x) = x, on étudie le signe

de la différence f(x) - x.

<. Deux raisonnements seraient possibles si la question

ne débutait pas par « en déduire » : un raisonnement

par récurrence ou une étude du signede u,, , - U,

Ici il faut étudier le signe de v, , - u, afin d’exploiter

la question précédente.

d. Pour prouver que la suite converge, on utilise le théoréme
de convergence des suites décroissantes minorées.

a4 Savolr-taire OF 21

CORRIGE EXO 11

Soit (u,) la suite définie par u, .1 =

S5upn
2unp+1

2_
1.1 ()= —;(1—-3;) =-;-(-——"x, 2).
X2 est toujours strictement positif sur J0 ; +<, donc le signe de
f'(x) est le méme que celuide x* - 2.
Sur J0;+%[, =20 ¢ X232 & x=V2,
Donc f(x) = 0 sur J0;V2) et F(x) >0 sur 2 ;+=[.
fest donc décroissante sur J0;V2 ] etcroissante sur [V2 ; +[.

2. a.P(n): «u, = V2 » pour tout entier naturel n non nul.
* Initialisation
u|=-%(u°+-‘£-) =—;(-% +4) =-§ =2,25 et V2 =141,

donc u, & V2. D'odl P(1) est vrale.

* Hérédité

Hypothése de récurrence : supposons qu'il existe un entier p
tel que P (p) soit vraie, c'est-a-dire tel que v, V2.
Montrons que P (p + 1) est vrale, C'est-3-dire que U, 2.
Upey =1(Up), Up =2 etfestcroissante sur V2 ;+=,
donc Upyy & f(\ri).

Or f(V2) =2, donc u,,, = V2.D'00 P(p + 1) est vraie.
Concdlusion : La proposition est vraie au rang 1 et est hérédi-
taire. Donc d‘aprés le principe de récurrence u, V2 pour
tout entier naturel n non nul.

-X2
b.f(x)-x= -%(x +-§- - 2x) = -%(—x +-)-2‘-) = —;(_x_xﬂ)
Pourtout x> V2, -x+2%0 et x> 0.

Donc pour tout x & V2, f(x)-x = 0.

D'oli pour tout x = V2, f(x) = x.

CUpsy = Up=f(Up) = Uy. Or U, V2 pour tout n non nul et
pourtout x = V2, f(x) % x. DONC U,y - U, % 0.

La suite (u,) est donc décroissante a partir du rang 1.

d. (u,) est une suite décroissante 3 partir du rang 1 et minorée
par 2. Donc la suite converge.

etuo =1.

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturelnona 1 < u, < 2.

Soit P(n) la proposition « 1 < u,, < 2 ».
e 1<1< 2doncP(0)est vraie

e Supposons qu’a un certain rang n on ait 1 < u,, < 2, alors 3 < 2u, + 1 < 5 et par croissance

. 1
de la fonction inverse sur [3 ;5] ona: = <

9

1 1
S p—
2u,+1 ~ 3

Comme 5 < 5u,, < 10, en multipliant membre a membre (tout est positif), on obtient : 1 <

S5un
2up+1

10 . . 10 T
<5 il y a un probléme, ~ ost supérieur 2 2 donc on ne peut pas conclure. ..

e [l va donc falloir se passer du travail sur les inégalités, et étudier la fonction f définie par

5 . . , . . ’q:
fx) = TL : un tableau de variation nous permet de vérifier immédiatement que f est

croissante sur [1 ;2] .

Reprenons I’hérédité : supposons qu’a un certain rang n on ait 1 < u,, < 2 : la fonction f est
croissante sur cet intervalle donc elle conserve le sens des inégalités etona, f(1) < f(u,) <

f(2) cad 2 < upyq < 2.

5 )
Orl<=donconabienl <u < 2.
n+1
3
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e [ ’hérédité est prouvée, la proposition est donc vraie pour tout entier n.

2. Montrer que la suite (u,) est croissante.
Remarque : Lorsque f est croissante, la

Méthode 1 : suite définie par u, 1 = f(u,) est
Soit P(n) la proposition « U, < Upqq ». forcément monotone.

5 .
o yy=1letu = 3 donc P(0) est vraie.
e Supposons qu’a un certain rang n on ait u,, < U,,q : on sait que tous les termes de la suite sont
sur ’intervalle [1 ;2] et f étant croissante sur cet intervalle on en déduit que f(u,) < f(Up41)

cad Upy1 < Upyo.
e [ ’hérédité est prouvée, la proposition est donc vraie pour tout entier n.

Méthode 2 :

Etudions le signe de u,,,1 — u,

U W = S5up . = 5up unQup+1) _ —2ud+dun _ 2up(2-up)
n+l T up+1 T up+1 2up+l  2up+l  2up+l

Or d’apres Q1, u, = 1 donc u,, positif de méme que 2u, + 1 ; u, < 2 donc 2 — u,, positif.
Ainsi, U, 41 — U, est positif comme quotient de positif et la suite (u,) est croissante.

. Up—2
3. Pour tout entier n on pose v, = —.
. 1-2 5/3-2 1
3a. Calculer vy puis v;. Onavy = - = —letvy = /5/3 = -z
S5un
. L . Ups1—2 2up+1
3b. Prouver que la suite (vy,) est géométrique et donner sa raison. Ona vy, = Z“ = =
n+1 2Un+1
Up—2
2Un+1 Un—2 1uy,—2 1 . , L. . 1
;‘3,1 = —— = -—— = -y, : cette suite est donc géométrique de raison -.
S5uy 5 un 5 5
2up+1
. 1 n
4a. Exprimer v, puis u,, en fonction de n. D’apres le cours, on a alors v, = —1 (E) et comme v, =
Up—2 _ _ _ 2 . . s
™ Svu,=u,—2u,(v,—-1)=-20u, =—- —y (puisque la suite (v) est négative donc
v, — 1 ne s’annule pas).
. 2 1n\" . .
Ainsi u, = — — et en remplacant par v, = —1 (E) , on obtient u,, en fonctionden: u, =
2 2
T\ T\
-5 -1 (5w
: —n 2 . L .
4b. Pour tout entier n on pose S, = Lgu— ; exprimer S,, en fonction de n. Pour tout entier k on a
k

donc uy;, = G)k +1:

- sy - 1 ()

o Yrol=n+1

n+1
Ainsizzzouik=§(1 -(3) )+n+ 1
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CORRIGE EXO 12

u():l

Soit (uy,) la suite définie par {Vn EN, Uy = —2u, +3n 42"

1
On pose w, =Up—n-—g, vn € N.
1a. Déterminer uy, u,, u; et wy, wy, ws.
o u1=0,u2=5,U,3=_2
2 4

8 . fyr .
¢ Wo=g, W= oo, W= iwy semble géométrique de raison —2.
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1b. Compléter I'algorithme suivant afin qu’il permette de calculer et d’afficher le terme u, de la suite, N
étant saisi par l'utilisateur :

Demander un entier N
Initialiser U a 1
De K=1a K= N Faire
Affecter -2*U+3*(K-1)+2 a |a variable U
Fin Boucle
Afficher U

Explications : pour calculer u; il faut remplacer n = 0 dans I'expression u,,; = —2u, + 3n + 2.
La boucle proposée qui commence a K = 1, permettra de calculer u, et on se rend compte que
'expression a laquelle vous avez certainement pensé (-2*U+3*K+2) ne convient pas.

Elle va nous retourner —2 + 3 4+ 2 = 3 au lieu de 0.

Il y a un décalage d’indices.

1c. Un éléve décide de modifier I'algorithme précédente en faisant une boucle de K=0 a K = N-1.
Comment sera alors modifier I'affectation de U suivante ?
Dans ce cas-la par contre, I'affectation -2*U+3*K+2 a U conviendra.

2a. Prouver que w est géométrique

1 1
wn+1=un+1—(n+1)—§=—2un+3n+2—(n+1)—§

2 1
=—2un+2n+§=—2<un—n—§>=—2Wn

w,, est donc bien géométrique de raison —2.

2b. Exprimer w,, en fonction de n.

Ainsi w, = wo(-2)" = 2 (-2)m = £

2c. En déduire u,, en fonction de n.

_oyn+1
C0 tn+g

1 . .
Vuquew, =u, —n-— sonen déduit que u,, =

3. Préciser la nature des suites w et u.

e La suite w est divergente (elle n’a pas de limite) puisque —2 < —1
400
e La suite u est elle aussi divergente (elle n’a pas de limite) puisque n = o((—2)"™) et (-2)" n’a

pas de limite.
4a. Exprimer YX="w, en fonction de n.
D’aprés la résultats sur les sommes de termes consécutifs d’'une suite géométrique on a
)n+1

2
z =32( 2)k = (( 3+ 1= () =gx (-2

k=0

4b. En déduire YX="v, en fonction de n.
1 T
Vu que u,, = Wn tn+s par Imeante de Ia somme on a

Zuk—ZWk+Zk+Z§——x(1 2”+1)+$+ n+1)
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CORRIGE EXO 13

Sachant que e = 2.7, prouver que In 2 — 0.5 > 0, sans calculatrice bien sir...
Notons A =1n2 —0.5:
A=1In2 —% =1In2 —%lne puisque Ine =1
A =1n2 —In+e puisque nlna = In(a™) pour tout rationnelle n, et qu’on sait que a% =+a
A=In(L)=m (“—é) puisque Ina —Inb = In®
A=In <\/§) puisque % = \/% (méme régle que pour les puissances)

Enfin, e = 2.7 doncg > 1 et comme la fonction In est croissante, on a bien lng >1Inl=0.

CORRIGE EXO 14

0 pour x<0
pour x =0’

Soit F la fonction définie par morceaux sur R par F(x) = { .

e

1. Représenter graphiquement F.

- Pour x < 0, on trace la courbe
représentant la fonction nulle,
cad la droite d’équationy = 0

- Pour x = 0, on trace la courbe
d’équation y = e,

2. On pose G(x) = F(2 — x), pour tout réel x .
2a. Déterminer une expression de G (x) en fonction de x. L'expression de F(x) est déterminée en
fonction du signe de x ; pour trouver une expression de F(2 — x) il nous faut donc connaitre le signe
de 2 —x.

ex

e Six<2:alors2—x>0etdoncG(x)=F2—x)=e" @ =
e Six>2:alors2—x<0etdoncG(x)=F2—-x)=0

e?

2b. Représenter graphiquement G.

CORRIGE EXO 15

x%? pour x <0
e

Soit F la fonction définie par morceaux sur R par F(x) = {
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1. Représenter graphiquement F. Sur ]R{* , on trace la fonction carré, sur R*, on trace la fonction

exponentielle. Onobtient: - 3 =+ & ¢ ¢ oy

2.0n pose G(x) = F(2x + 1), pour tout réel x.
Déterminer une expression de G(x) en fonction de x

L’expression de F(x) est déterminée en fonction du signe de x ; pour trouver une expression de
F(2x + 1) il nous faut donc connaitre le signe de 2x + 1.

e Six> —%:alors 2x+1>0etdonc G(x) = F(2x + 1) = e?**1
. Six<—%:alor32x+1<0etdoncG(x)=F(2x+1) = (2x + 1)?

CORRIGE EXO 16

On considere la fonction f définie sur ]0; 1] par f(x) = xIn x.

1. Déterminer la limite de f en 0. D aprés le cours, par croissances comparées, lir% xlnx =0.La
X—

fonction f est donc prolongeable par continuité en 0 (en posant f(0) = 0).

2. Dresser le tableau de variation de f sur ]0; 1].

f est dérivable sur |0; 1] etona f'(x) = 1 X In(x) + x X % =1+ Inx : ainsi,
ffx)>0ehnhx>-1ox>e1e[0;1]

3. En déduire un majorant de la fonction |f| sur [0; 1]. Grace au tableau de variations, on peut affirmer
que

vVx €[0;1],—e 1< f(x) <0
On a par conséquent :

vx € [0;1] If ()] < e”! =%
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4. Prouver que pour tout entier naturel n, on a |(x Inx)™| < ein . D’aprés le 3, on sait que |x Inx| < é .
Par ailleurs, on sait que |xInx|" = |(x Inx)"|.

D’apres le 3, on a donc
n

1 1
|xInx|™ < (—) S |[(xInx)" < —
e em

CORRIGE EXO 17

On pose P(n) : "2" 2n+ 17,

— Initialisation de la récurrence : cas n = 0.
2" =1 > 0+ 1 done P(0) est vraie.

— Heérédité : Supposons que P(n) soit vrale pour un certain n; on a done 2" = n 4 1.
Nous devons prouver que (pour ce n) P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que 2" > (n+ 1)+ 1=n+2.

Mais 2**+! = 2 % 2™ done comme par hypothése de récurrence, on a 2" > n+ 1 et que 2 > 0,
on obtient 2 »x 2" = 2(n 4 1) soit o7+l > ap 4 9,

Or2n+2—-(n+2)=n=0donc 2n+2=n+ 2.

Par conséquent 2"+ > 2n + 2 > n + 2, ce qui démontre que P(n + 1) est vraie.

— Conelusion : P(n) est vraie pour tout entier n positif.
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